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RESUMO

A digitalizacao de dados é largamente utilizada para o uso em dispositivos eletrénicos em diversas areas,
tais como: sistemas de radio recepcao, processamento de imagens médicas, entre outros. Seu uso é baseado
na conversao de sinais analdgicos para sinais digitais seguindo a regra apresentada pelo Teorema de Nyquist.
De forma peculiar, a técnica da Amostragem Compressiva propoe representagdes mais compactas do sinal
a ser amostrado promovendo recuperagao deste por meio de medi¢des feitas no sinal original, contrariando
os métodos tradicionais. Para isto, o conceito de esparsidade é levado em consideracao, restringindo a
aplicagcao da técnica. Neste projeto, foi implementado em hardware um dos blocos, para recuperagao gerados
via Amostragem Compressiva usando o algoritmo Orthogonal Matching Pursuit.
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RECOVERING SIGNALS GENERATED FROM COMPRESSES SENSING TECHNIQUE IN FPGA

ABSTRACT

Data digitalization is used in electronic devices in many different fields, such as radio systems, medical
image processing, etc. Digitalization converts analog signals into digital signals based on the Nyquist theorem.
Unusually, the Compressed Sensing technique comes compressing signal representations and recovering the
original signal using fewer samples than the traditional methods. In this project, it was implemented a hardware
implementation of one of the blocks responsible to recover signals generated through the compressed sensing
technique using the algorithm called Orthogonal Matching Pursuit.
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REVISAO BIBLIOGRAFICA
Amostragem Compressiva

A Amostragem Compressiva do inglés Compressed Sensing, ou simplesmente CS, é uma técnica de
compressao que possibilita a recuperagdo de um sinal com menos amostras ou medidas que os métodos
tradicionais (CANDES; WAKIN, 2008; DONOHO, 2006). Este método nao se utiliza do conceito apresentado
pelo Teorema de Nyquist no qual a taxa de amostragem precisa ser duas vezes maior que a maior frequéncia
do sinal analdégico (NYQUIST, 1928). Desta forma, a Amostragem Compressiva se apresenta como um
poderoso algoritmo de recuperacao de sinais para para poucas medi¢cdes do sinal original que possuem
informagdes que aparentam ser incompletas (CANDES; WAKIN, 2008).

Esta técnica é suportada por dois conceitos basicos que tornando-a realizavel, os quais sao: Esparsidade
e Incoeréncia. Estes sao explicados a seguir.

Esparsidade

Um sinal xcom N componentes é esparso no dominio ¥ se sua representagdo nesse dominio tem no
maximo S valores diferentes de zero, ou seja, ||z||o < S. A nogao de esparsidade € referente a algum dominio
de representacao ao qual o sinal estd (GURJAO, 2013). Como exemplo um sinal senoidal é ndo esparso no
tempo, porém ao aplicar a transformada de Fourier verifica-se dois valores de frequéncia os quais o sinal nao
€ zero como visto na Figura 1.
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(d) Cosseno no tempo discreto (e) Transformada discreta de Fourier do cosseno.

Figura 1: Representacao do cosseno no dominio do tempo discreto e da frequéncia.

A Amostragem Compressiva considera um sinal discreto e esparso representado por um vetor x € RV e
um conjunto de medidas y dadas por

Ym = <X7a7n>7 m = 15 -'~7Ma

sendo a,,, 0s vetores utilizados para as medigdes. Escrevendo em notagado matricial temos y = Ax.
O conjunto de medidas (projecdes) y dadas por

Ym - <X7a'rn,>7 m = 1, ...,M.

em notagdo matricial € dado por y = Ax, ou seja,

'A% a11 @12 -+ AIN Z1
Y2 a21 Q22 -+ A2N €2
= ><
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Todo vetor x S-eparso de tamanho N pode ser recuperado a partir de M << N medidas tomadas usando
uma matriz A pela solucao do problema de otimizacao convexa

(P;) min || X ||1 sujeitoa Ax =Yy. (1)
xER"”
Amostragem Compressiva mostra que é possivel recuperar o sinal x a partir das suas observacoes y.

A ideia basica é que sendo o sinal esparso pode-se tomar poucas medigbes e ainda recuperar o sinal
original (GURJAOQO, 2013).



Incoeréncia

Formalmente, dado um par de bases ortonormais, (¢, A) € RY, define-se a coeréncia entre essas bases
como
1(®,A) = Vn.  Jpax |< ¢r,a; >,
e mostra-se que u(®,A) € [1,v/N]. A Amostragem Compressiva exige que as duas matrizes ® e A
sejam incoerentes de modo a se obter uma representagéo esparsa e comprimir um sinal, logo, u(®,A) =
1 (CANDES; WAKIN, 2008; GURJAOQ, 2013).

Algoritmos de Recuperacao

Algoritmos de recuperacdo sdo implementados de forma a se obter computacionalmente o que a
Equacao 1 propde. Mais detalhes sobre estes podem ser encontrados em (TROPP, 2010), todavia neste
trabalho explicaremos apenas um algoritmo de perseguicao chamado Orthogonal Matching Pursuit(OMP).

Orthogonal Matching Pursuit

A definicao do algoritmo abaixo & um resumo do que se encontra em (TROPP; GILBERT, 2007) que esta
descrita em (GURJAOQ, 2013).
Partindo de uma sequéncia de M vetores {xi,...,x5;} em RY, que ndo dependem de s, sdo obtidas as
medidas
<8,X1 >, <S8,Xg >,..., <S,Xp >

e a partir dessas medidas deseja-se recuperar o sinal s. Para isso monta-se a matriz ® cujas linhas sdo os
vetores x;, denominada de matriz de medidas com colunas ¢1, ..., pN.
Desse forma, a medida pode ser escrita como

v = ®s

e 0 vetor v sera uma combinagao linear das linhas de ®. Na linguagem de aproximagao esparsa v tem uma
representacao de m termos sobre o dicionario ®.

Para recuperar s é necessario determinar que colunas de ® participam da composicdo de v. Para isso
seleciona-se colunas de ® de uma maneira gulosa, ou seja, em cada iteragao escolhe-se as colunas de ®
que sao mais fortemente correlacionadas com a parte restante de v, entao subtrai-se essa contribuicdo de v
e repete-se a iteragao sobre o residuo. Mostra-se em m iteragbes (esparsidade de s) o algoritmo converge
para uma boa aproximacao.

Dado o vetor esparso de comprimento N, com somente K posi¢gdes nao zero (||z|lo = K) o nimero de
medidas para recuperar x é K log,(N/K).

O algoritmo 1 é uma repeticao do apresentado em (TROPP; GILBERT, 2007). As estimativas § fornecida
por esse algoritmo para o sinal ideal tem os indices nao zero listado em A,,. Os valores da estimativa § sao
os componentes \; de x;.



Algorithm 1 Algoritmo OMP apresentado em (TROPP; GILBERT, 2007).
[Algoritmo OMP para Recuperagao de Sinais] Entradas:

e Uma matriz , de medicdo ®, M x N

e Um vetor M-dimensional v de dados

e O nivel m de esparsidade do sinal ideal
Saidas:

e Uma estimativa § em R? do sinal ideal

e Um conjunto A, contendo m elementos de {1, ..., d}

e Uma aproximacao N dimensional a,,, do vetor v

e Um residuo N dimensional r,, = v — a,,
Inicializacao:

e Facary = v, Ag = (), e o contador de inicializacdo t = 1
lteracao: Enquanto ¢ < m faca

1. Encontre o indice \; que resolve o problema de otimizagao

At = arg ‘Il’llaXd < T—1,p5 >
J=1,..,

2. Amplie o conjunto indice e a matriz com os atomos escolhidos: Ay = A;—1 U {\:} e @ = [Q—1 ¢a,]-
Inicie com £, como a matriz vazia.

3. Resolva o problema dos minimos quadrados para obter a nova estimativa do sinal

x; = argmin ||[v — ®¢x||o
X
4. Calcule a nova aproximagao dos dados e o0 novo residuo
at:{’txtert:v—at

5. Incremente ¢.




METODOLOGIA
Arquitetura do problema em FPGA

Com intuito de implementar um algoritmo de reconstrugao em hardware, foi proposto uma arquitetura para
o OMP a qual ja foi realizada em (RABAH et al., 2014; STANISLAUS; MOHSENIN, 2014; SEPTIMUS, 2010).
Na Figura 2 encontra-se ilustrada em diagrama de blocos proposto para este trabalho.
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Figura 2: Arquitetura simplificada do Orthogonal Matching Pursuit para Hardware

A Figura 2 é apenas uma simplificagdo em blocos do algoritmo descrito na secao anterior. Porém, faz-
se necessario destacar que o bloco de Otimizagao de x envolve encontrar a matrizes pseudo-inversa e em
hardware para se obter uma solugao realizavel os métodos QR e decomposigao de Cholesky sao utilizados,
como apresentados em (RABAH et al., 2014; STANISLAUS; MOHSENIN, 2014; SEPTIMUS, 2010).

De forma inicial, optou-se por projetar o bloco de produto interno, esta operagao representada em
diagrama de blocos na Figura 3 e, utilizando-se de multiplicadores (representados em ”X”) e os somadores
(representados em ).
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Figura 3: Arquitetura para o calculo de produto interno para um vetor de 4 elementos

Arquitetura do produto interno no ambiente Quartus Il

A implementagao do produto interno foi feita no Quartus Il 9.0 Web Edition com o uso da ferramenta da
MegaWizard Plug-In Manager, considerando vetores de 4 elementos, cada elemento com representagdo em
ponto flutuante e precisao simples de 32 bits. A Figura 4 ilustra a representacao da caixa preta do produto
interno.
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Figura 4: Bloco do produto interno no Quartus Il

Utilizando-de do MegaWizard Plug-In Manager projetou-se os blocos multiplicador e somador utilizados no
projeto os quais sao ilustrados nas figuras 5(a) e 5(b), os quais 0 numero de pulsos de clock para realizagao
de cada operagao sao 5 para o multiplicador e 7 para o somador, ou seja, uma operagao seguida dos dois
resultaria em 12 pulsos de clock. Assim como, o projeto utilizando-se dos blocos construidos é apresentados
na Figura 6 e o nimero de pulsos de clock para realizacao de toda operagao é 19.
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Figura 5: Representacdo do blocos somador e multiplicador.
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Figura 6: Projeto no Quartus Il para o calculo de produto interno em ponto flutuante para um vetor de 4
elementos



Os elementos dos vetores estao em representacdo de ponto flutuante que pelo padrao IEEE implica
em 1 bit de sinal, seguido por 8 bits de expoente e 23 de mantissa.
em conta para validacdo do sistema projetado, para isso foi utilizado da ferramenta em http://www.h-

schmidt.net/FloatConverter/IEEE754.html para tal conversao.

Os resultados da simulagao sao encontrados na Figura 7, os dados utilizados para esta encontram-se na
Tabela 1. Foi verificado um erro pequeno causado pela imprecisao na representagao binaria, todavia para

RESULTADOS E DISCUSSAO

valores com maior precisao binaria o resultado foi validado sem erros.

Tabela 1: Valores utilizados para simulacdo do produto interno

a | 1.5000 10.0750 250.8000 -7.4597
b | 342.42 | -0.11111111 5.1E-4 8.7878
a-b -2.9158936

Simulation Waveforms

Simulation mode: Functional

Este fato precisa ser levado

h Iaster Time Bar: 9300 ns 4| +| Paointer: 35882 ns Interval 57118 ns Start
A Dps 40.0ns 80.0ns 120,0ns 160.0ns 200,0ns 240,0ns 280,0ns 320.0ns 360,0ns
a5 Name
& w0 clock
1 Ea [ RENANRE] 0000000, 0100000100100007001 1001700110011, 0100001T0T1T10707100TT0011001107, T1000000T1T01T1070710701170T1107
2 Ea[3] 00171171711000000000C
# 35 Eal2] 01000001001000070011001100170011
o, F68 E-a[1] 01000017011710101100110071001101
—+ |1 (-a[0] 11000000111011101011010111071101
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Figura 7: Simulagdo no Quartus Il do calculo de produto interno em ponto flutuante para um vetor de 4

elementos



CONCLUSOES

Neste trabalho, foi realizado o estudo tedrico sobre amostragem compressiva e uma arquitetura simples foi
proposta para a implementagdo em FPGA do algoritmo OMP. De forma inicial, o bloco da opera¢éo de produto
interno em ponto flutuante foi implementado e validado.

Algumas dificuldades durante o projeto podem ser citadas, como por exemplo o fato de que o Quartus |l
Web Edition ndo permite simulagdes para todas as familias de FPGAs, logo, a complexidade dos projetos foi
reduzida. Devido a esta limitagdo, o vetor utilizado para simulagao teve o numero de elementos reduzidos.
Outra dificuldade relaciona-se com tempo habil destinado ao projeto que por se tratar de um PIBITI teve uma
enfase maior no aprendizado e utilizacdo das ferramentas que nos resultados obtidos.

Como trabalhos futuros, pretende-se criar os outros blocos da arquitetura e utilizas a licengca do Quartus
que garante maior complexidade no projeto. Como também, implementar o algoritmo em um FPGA e obter
resultados experimentais.
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